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Ejercicio 1 de la Opcion A de sobrantes 6 (Sept.) de 2001.

Considera la funcion f : (- 0, 10) — R definida por f(x) = a S! x<2
[x-5] si 2<x<10

(a) [1 punto] Determina el valor de a sabiendo que f es continua (y que a>0).

(b) [0'5 puntos] Esboza la gréfica de f.

(c) [1 punto] Estudia la derivabilidad de f.

X

Solucion
§ ) a* -6 si X<2
a*—6 si X<2

(a) f(x) = ) = {abrimos el valor absoluto} =<-x+5 si 2<x<5
[x-5] si 2<x<10 .
x-5 si 5<x<10

Como es continua en x = 2, tenemos que f(2) = Iir? f(x) = lim f(x)
X—> 2+ X— 27

f(2) = lim f(x) == Iimzf(x) = Iim2 (-x+5)=3
x>2" X2 =
lim f (x) = lim f(x) =lim (a*-6) = a’-6; portantoa’—6=3; dedonde a®=9ya=++9=13.
X— 2~ X— X—>
X<2
Como a es la base de una funcion exponencial tiene que ser positiva, luegoa =+ 3
(b) la gréfica de (3) * — 6 es como la de la exponencial (3) * (que es parecida a la de 2) pero desplazada 6
unidades hacia abajo en ordenadas. Como lim [(3)* - 6] = -6, tiene una A.H.y=-6en

-0, Para x = 0 vale -5 yparax =2"vale 3
X -5 y—x+5son rectay con dos valores se dibuja (le damos los extremos del intervalo de cada una)
La grafica de la funcién pedida es

qt
2 \
10 5 5 10
21
B,
(c) A simplemente se ve que no va a ser derivable en x =2 y x = 5. Veamoslo
3*-6 si X<2 3*-Ln(3) si X<2
f(x) =¢—-x+5 si 2<x<5;f‘(x)= -1 si 2<x<5
x-5 si 5<x<10 1 si 5<x<10

Veamos la derivada en x = 2
f'(27)=Ilim f'(x) = Iin12f ‘x) = Iirn2 (3*Ln(3) ) = 9-Ln(3)
X— 27~ X—> X—>
X< 2
f (27)= lim f‘(x) = Iirr12f ‘x) = Iirn2 (-1)=-1.Comof‘(27)=f*(27), noexiste f ‘( 2)
x—> 2" X—> X—>
X>2
Veamos la derivadaen x = 5
f'(5)=lim f‘(x):linlf‘(x):lin"!s(-l): -1
X—=> 5" X—> X—
Xx<5
f (5")=lim f‘(x)= Iin15f ‘(x) = Iin"!s (1)= 1.Comof‘(5)=f‘(5"), noexiste f {(5)
Xx—> 57" X—> X—>

x>5

Ejercicio 2 de la Opcion A de sobrantes 6 (Sept.) de 2001.
(a) [0’5 puntos] Determina el recinto limitado por la curva y = 1/2 + cosx, los ejes coordenados y la recta x=n.
(b) [2 puntos] Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.



Solucion
(a) La gréfica de y = 1/2 + cosx es la misma que la de y = cosx pero desplazada 1/2 hacia arriba en
ordenadas. El recinto limitado (en rojo) es

05 —

-1
Veamos el punto de core con abcisas
1/2 + cosx = 0; cosx =-1/2 ; x =arcos(-1/2) = 120° = (2n)/3

. 2713 x X 2rl3 X 4
(b) Area = jo (1/2 + cosx) dx - Lm (1/2 + cosx) dx = {E+senx} - {EJF senx} =

0 2713

V3 V3

= [(/3 +sen((2n)/3))- 0] - [(/2 +sen(m) ~ (/3 +sen((2n)/3))] = m/3 +=- (w2 - /3 - =) = /6 + J3ua.
Ejercicio 3 de la Opcion A de sobrantes 6 (Sept.) de 2001.

311 1 2
[2'5 puntos] Determina a, b y ¢ sabiendo que lamatrizA=| 1 a 2 |verificaA|2|=|9 | yrango(A)=2
-1 b oc 3 4
Solucion
31 1)(1 2
1 a 2(|2|=9 [ 7+2a Igualando tenemos {9:7+2a de donde {azl
4=-1+2b+3c 2b+3c=5
-1 b c)(3 4 -1+2b+3c
311
Tenemos A=| 1 1 2|.Comorango(A) =2 tenemos que |A| =
-1 b c
311y |4 1 -1
[A]l=|1 1 2/={ 0 1 O |=-4(c-2b)+1(-1-b) =—4c+7b-1=0
-1 b ¢l [-1-b 1 c2b
5 3 2 5
: {2b+3c:5_ _‘1 —4‘_23_ _‘7 1‘ _33.
Resolvemos el sistema por Cramer ;b= =—,; Cc= =
7b-4c=1 2 3| 29 2 3| 29
VIS

Ejercicio 4 de la Opcion A de sobrantes 6 (Sept.) de 2001.-
[2'5 puntos] Considera los tres planos siguientes: m; = X+y+z = 1, m, = X-y+z = 2 y ng3 = 3x+y+3z = 5. {Se
cortan ; y m,?, ¢Hay algln punto que pertenezca a los tres planos?.

Solucion

T =X+y+z = 1; np =X-y+z = 2 y mg = 3x+y+3z = 5, con vectores normales n; = (1,1,1), n, = (1,-1,1) y
nz =(3,1,3)
Para que m; corte a m, los vectores normales n; y n, no pueden ser proporcionales, pero 1/1 = 1/-1, por tanto
X+y+z=1

no son proporcionales y los planos n; y , se cortan en la recta { )
X—y+2z=



Para que los tres planos se corten en un punto el determinante de la mtriz de los coeficientes tiene que ser
111

distinto de cero, es decir det(n;, n,, n3) # 0, pero det(n; , n,,n3)=|1 -1 1] =0 porque la columna 12y 32
3 13

son iguales, por tanto los tres planos no se cortan en un punto.

Ejercicio 1 de la Opcion B de sobrantes 6 de 2001.
[2'5 puntos] Calcula el area encerrada entre la curva y = x* —4x y el eje de abcisas
Solucién
Calculamos los cortes son abcisas x> —4x = 0 = x(x* = 4) = 0, de donde x =0y x = + 2
y = x> — 4x es una clbica con Xim% fx)=-o y Xﬂnjw f(x) = + o . Aunque no la piden la grafica es
4.

3
2t
1

4 0 4 2
El area pedida es Area = jo (<% = 4x) dx - jz oC—ax)dx= | X qox?| - | X sax?| =
-2 O 4 _2 4
=[(0-(4-8)]-[(4-8)-0]=8u.a.

Ejercicio 2 de la Opcion B de sobrantes 6 (Sept.) de 2001.
e’ —e™ +ax

[2’5 puntos] Determina o, sabiendo que existe y es finito el limite Iim0 ——— . Calcula dicho limite.
x> X —senx
Solucion
) X _ AX X 0 _ A0 L ) X _ —X_l 0 0 2
im e-e " +ax_e —e +0_ (0/0) {L"Hopital} = lim e —e"(-D+a _e+te +a_2+a
x>0 X —senx 0-sen0 x>0 1-cosx 1-cosO 0

Como el problema dice que existe limite tiene que ser 2 + o =0, de donde o = - 2

Seguimos ya con el limite fim & =2 = (0/0) {L" Hopital) = fim & & (D _€+e" _,_,
x=>0 1-CcoSXx x>0 1+senx 1+sen0
Ejercicio 3 de la Opcion B de sobrantes 6 (Sept.) de 2001.
2x+my =0
(a) [1'5 puntos] Clasifica el siguiente sistema segun los valores del pardmetrom: < x+mz =m.
X+y+3z =1
(b) [1 punto] Resuelve el sistema anterior para m = 6
Solucién
2 m O 2 m 0 O
(a) La matriz de los coeficienteses A=| 1 0 m |ylamatrizampliadaA'=|1 0 m m
11 3 11 3 1
Calculamos el det(A) y aoplicamos el teorema de Rouche
2 m O
det(@) = |A|=|1 0 m[=2(-m)-m(3-m)=-5m + m’=m(m —5)
11 3

|A] = 0 implica que m(m —5)=0de dondem=0ym=5
Sim=0 y m=#5, rango(A) = rango(A) = 3. Sistema compatible y determinado, solucion Unica.
Sim=0



0
0 |como
3

0
1‘ = 1+0, rango(A) =2

00 20
0 Olcomo |l O 0|=2(0-0)=0,rango(A) = 2.
31 11

= O O

Como rango(A) = 2 = rango(A’) = 2 el sistema es compatible e indeterminado. Tiene dos ecuaciones y dos
incognitas principales luego depende de un parametro y tiene infinitas soluciones.

Sim=5
2 50
EnA={1 0 5|como 0‘= 1+0, rango(A) =2
113 1
2 500 2 50
EnA'=[1 0 5 5|como |l 0 5/=2(-5)-5(-4)=5=0 , rango(A) = 3.
1131 111

Como rango(A) = 2 # rango(A*) = 3 el sistema es incompatible y no tiene solucion.
(b) Lo resolvemos param =6

2x+6y =0
El sistema es X+6z =6
Xx+y+3z =1

260 2 6 00
La matriz de los coeficienteses A=|1 0 6 |yla matriz ampliadaA*z 1 0 6 6
113 1131
Lo resolvemos por Cramer. |A|=m(m —-5)=6(6 -5) =6
0 60 2 00 2 60
6 0 1 1 6 6 1 06
:3 1 3:—6(12):_12; :1 1 3:2(12):4;221 1 1:—12+3O:3
| Al 6 | Al 6 | Al 6

La solucién del sistema es (x,y,z) = (-12, 4, 3)

Ejercicio 4 de la Opcion B de sobrantes 6 (Sept.) de 2001.
[2’5 puntos] Considera los puntos A(1,2,3), B(3,2,1) y C(2,0,2). Halla el punto simétrico dsel origen de
coordenadas respecto del plano que contiene a A, By C.

Solucion
AB =(2,0,-2) ; AC = (1,-2,-1) . El plano pedido & pasa por el punto A(1,2,3) y es paralelo a los vectores
AB y AC
x-1y-2 z-3
n=0=| 2 0 -2 |= (X-)(-4) = (y-2)(0) + (z-3)(-4) = -4x — 4z + 16 = 0. Simplificando tenemos
1 -2 -1

n=X+z-4=0

El simétrico de O respecto al plano & es el simétrico de O respecto del punto B, siendo B=r nrw conr la
recta perpendicular a = por O, por tanto el director de r es el vector vector normal de «. v =n =(1,0,1)

X=A
Larectar en paramétricases r= qy =0.



B=rnn

(A) + (A) - 4 =0. Operando 2\ = 4, de donde A = 1.

El punto B es B(1,0,1)

B es el punto medio del segmento OO’, siendo O’ el simétrico del punto O pedido, luego

(1,0,1) = ( (0+x)/2, (0+y)/2, (0+2)/2). Igualando nos queda x =4,y =0 y z =4, luego el simétrico es
0'(4,0,4)
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